AxiomA supliment mAtemAtic-nr.38

REZOLVAREA PROBLEMELOR DATE LA
OLIMPIADA LOCALA, PRAHOVA, 2009
RADU SIMION, PLOIESTI

ClasaalX-a

1. 2) Demonstrati ci, dacd produsul a doud numere pozitive este constant, atunci suma lor este
minimi cind numerele sunt egale.

b) Formati o progresie aritmetica cu N termeni pozitivi stiind cd produsul dintre primul termen
si ratie este &, iar suma celor n termeni ai progresiei este minima.

*k*%
Solutie: a) X,y > Osix-y=p=x+ y22M=ﬁ+\/§, deci suma este minima cand
numerele suntegale x = y =/p .
b) Progresia aritmeticd a,, @,,...,8, de ragierare a,-r=a si

Sn=%[2a1+r(n—1)]2%2\/2a1r(n—1)=n\/2a(n—1) cu egalitate pentru 2a, =r(n—1)
. a(n-1) 2a

dica = L

adica pentru a; > s1 N1

ala]+c{c}—[b]{b}=0,16
2. Si se rezolve sistemul: < 4b [b] +4a{a} —4[0]{0} =1, unde [X], {X} reprezinti pattea
¢[c]+b{b}—[a]{a} =0,49

intreagi, respectiv partea fractionard a numarului real X.

Prof. Gabriel Necula, Plopeni

ala]+c{c}—[b]{b}=0,16
Solutie: . Si se rezolve sistemul: 4b[b] +4a{a} —4[0]{0} =1, unde [X], {X} reprezintd
¢[c]+b{b}—[a]{a} =0,49
partea intreagi, respectiv partea fractionard a numadrului real X.
Notim [a] =m, [b] =n, [C] =p, {a} =X, {b} =Y, {C} =7 si sistemul devine:
(m+x)m+(p+2)z—ny=0,16 (1)
(N+y)n+(m+x)x-pz=0,25 (2). Adunam (1) si (2): n®+22+(m+x)° =0,41, de
(p+z)p+(n+y)y—-mx=0,49 (3)
unde 0<n*<0,41 sicum neZ rezultdi n=0. Adunim (1) si (3):
m? +y2 +(p+Z)2 =0,65, de unde 0 <m? <0,65 sicum meZ rezulti m=0. Adunim

@ si@): pP+x*+(n+y) =0,74,deunde 0< p><0,74 sicum P € Z rezulta p=0.

2 +x*=0,41
Acum: {y® +2* =0,65 . Adunim si obtinem
x> +y>=0,74
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x> +y?+22=0,90= x* =0,25; y* = 0,49; 22 = 0,16 si cum
X,y,2€[0,1)=x=0,5,y=0,7;2=0,4,iar a=0,5b=0,7,¢=0,4.

3. Fie triunghiul ABC si punctele D - piciorul bisectoarei din A, 1,, I, centrele cercurilor
fnscrise Tn triunghiurile ABD, respectiv ACD. Se stie ci BC =12, AD=8, 1,1, || BC .
a) Demonstragi ci AB = AC .
b) Daca Al =u, Al, =V, exprimasi AB, AC in funcge de u si v.

Prof. Claudiu Militaru, Ploiegti
Solugie: a) Fie M si N proiectiile pe AD
ale punctelor I, I,. Cum
I.1, || BC =1, =r,, razele cercurilor

inscrise in triunghiurile ABD, respectiv
ACD.

Triunghiurile dreptunghice AMI, si
AN, sunt congruente (c.u.) deci
M =N, iar

I,LI, LAD= AD L BC < AB=AC. _—

b) Consideram A pol in plan si notim

vectorul AX =X . 1,, 1, sunt centrele B c
cercurilor inscrise in triunghiurile ABD,

8B+10D 13B+5C y B+C
———— |, ="—"" pentruci D=——" Analog
6+8+10 24 2

A

respectiv ACD, deci |, =

AF - 131, -51, _13u-5v
13B+5C = 241, T 6 6

= ~ -
5B +13C =241, E=—5|1-6k13|2 =—5ug13v

5B+13C

l, . Din sistemul
24

4. n triunghiul ABC se considera punctele D, E, F - mijloacele laturilor AB, BC, AC si
M e(BE), N e(CE). Aritati ci AE, DM, FN sunt concurente daci §i numai dacid
BM _CN
ME NE

Prof. Ton Nedelen, Ploiesti

Solutie: % =1< DM || AE < AE, DM, EN nu sunt concurente.

not
BM 1 DM AAEZ(T) 2. Notim {P} =TF AEC siavem o ET AD 1.
ME ME TA DB
CP ET AF _BM _CP BM _CN

————=1,deci —=—=#1,deunde —=—=1< AE, DM, FN sunt
PE TA FC ME PE ME NE

29



AxiomA supliment mAtemAtic-nr.38

< CP CN
concurente, penttuci P=N & —=——.
PE NE
ClasaaX-a
2009 yzooe - log Yy
1. Rezolvati in R xR’ sistemul de ecuatii: 2009y

x> —xy + y* = 2009
Prof: Coman V asile, 1 dlenii de Munte

2009 _ ,,2009

Solugie: X" — Y = 0G0 L < T(X) = f (y), unde
X

f(t) =t"° +10g,0 t, T : (O, oo) — R este strict crescdtoare (fiind sumd de functii strict

crescitoare), deci injectiva. Atunci X = Y si din X* — Xy + y* = 2009 = X = y =~/2009 .

2.a)Fie x,y,z,te (1, oo) astfel incat x* > yzt . Si se demonstreze ci

lg° x> (lgy)(lgz)(lgt).
b) Generalizagi rezultatul de la a).
Prof. Petre Ndchild si Catdlin Ndchild, Ploiesti
Solutie:

a) X >3 yzt = lgx >W2§/(Ig y)(lgz)(lgt) = 1g°x > (Ig y)(lgz)(lgt).

b) Generalizare: ,Fie X, a,,...,a, € (L, ), N € N", astfel incat X" >a,..a,. Si se

demonstreze ca 19" x > (lga,)...(lga,).”

Ca mai sus, se foloseste monotonia functiei Iy si inegalitatea mediilor.

3.Fie m,neN", m>n sifunctia f:R—> R, f(x)=n-2™-m-2™ . Aritai ci:

a) f(x)>f(0),vxeR.

b) Functia f este strict descrescitoare pe intervalul (—oo, 0] si strict crescdtoate pe [0, oo) .
Prof. Cezar Apostolescn, Ploiesti

a™ -1 > E cu egalitate doar pentru a=1.

n+1 n

Dem: n(arHl —1) >(n +1)(an —1) <na'(a-1)=a"-1

=N (a—l)(nan —a"t —...—1) >0

So]u’tie: 2) Lemad: Daca a > O,ne N*,

(a—l)(an —a™t+a"-a" 4.+ a" —1) >0 (a-1) [a”’“r...(a”’1 +...+1)J >0

adevirat.

2'=a>0 a"-1_a"-1
Avem f(x)>f(0),vxeR < na"-ma">n-me—> adevirati prin
m
. . a"-1_a""'-1 a"-1
aplicarea Lemei pentru n,n+1,...,m-1: > >..2 .
m m-1 n
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b) Fie x>y>0, v
2 —b,2' —¢,b>cxla=2s1, D
c
Atunci A
f(x)> f(y) ©nb"—-mb" >nc" -mc" <
A X
b™ —c™ b"-c" ma"-1_ ,a'-1 Uyt
> =Y >c ,
m n m n
adevirat pentru cd € =1, M > nsi aplicarea v
Lemei pentru a>1 si n,n+1,...,m-1: ~—
m _ m-1 _ n_
a 1>a 1>...>a 1.Decifeste
m m-1 n

strict crescitoate pe [0, oo) . Analog f este strict descrescitoare pe intervalul (—oo, 0] luand

OZX>y,2X=b,2V=c,b>c21,a=9>1
C
F(X)< f(y) < nb" —mb" <nc” —mc" > 2 —C P=C L mdTol @1
m n m n

adevirat pentru ci € <1, m> N si aplicarea Lemei pentru a>1 si n,n+1,...,m-1:

a"-1 a"™'-1 a"-1
< <..< .
m m-1 n
4. Fie ze C" astfel incat [log2 |Z|] + [log2 |Z +1|] =0, unde [X] reprezinti partea intreagi a

numarului real X.
a) Determinati o solutie a ecuatiei.

b) Determinati valorile posibile pentru [|z]].

V15

c) Si se arate cd |Imz| ST.

Prof. Enil V asile, Ploiesti
Solutie: d) z =i verificd ecuatia.

b) Notim [ log,|z|[]=k € Z siavem 2 <|z] <2, 27 <|z+1]< 2", de unde

2 <z +A<fz]+1< 2 +1=52.2% 4 2 ~15 0= (24 +1)(2: 2~ 1) > 0=k >-1=>keN
s 2 <|z+1-1<|z+1+1< 2" 412 2% 2 —2< 0= (26 -2) (2" +1) < 0= k <1,
deci k = 0. Atunci ecuagia este echivalenti cu 1<|z|< 2,1<|z+1|< 2, iar [|z|]=1.

¢) Din 1<|z|<2,1<|z+1]<2 rezulti ci z se afli In regiunea ABCD L AECF unde cele

patru cercuri din figurd sunt de centru O(0, 0) si raze 1, 2, respectiv centru P(-1, 0) si raze 1,

i

2. Atunci |Imz|<|lsz|=|Isz|§% (din triunghiul POD, PO =1, PD=0D =2).
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Clasa a XI -
3a +2[a |+11
1. Se consideri sirul (an )n>1 cu a, = \/E, a, = @, a, %, vn >1, unde
[X] reprezintd partea intreaga a numarului real X.
a) Calculati a, si a,.

b) S4 se studieze convergenta sirului (an )nzl .

. . a
c) Si se determine lim—.
n—w n

Prof: Clandin Militarn, Ploiesti

Solutie:
3a,+2[a,]+11 310417 _ 3a,+2[a,]+11 3.20+19
)8 =8, =— 5 N AT, = 5 =T

b) Aritim prin inductic dupd n>1 ci n+2<a, <n+3 (cate demonstreazd §i definitea
corecti a sirului: daci [a,]=[a,] atunci a, =a,).
Pentru n=1,n =2, adevirat din ipotezi.

Presupunemci Wk =1 n, (n>2), k+2<a, <k+3. Atunci

3(n+1)+2(n+1)+11
n+3< <aM=a[a 1=
5 n-1
_8a,, +2[5an1]+11 . 3(n+2)+z(n +1)+11 cnia

Cum n+2<a, <n+3,Vn 21, din criteriul clestelui, (@, ) _ este divergent, lima, =oo .
2. n—w

n+2 a, n+3 a,

€) —— <—<——,¥n 21 si din criteriul clestelui lim—=1.
n n n N>
2. Fie f,, f, 1R — R functii periodice de perioade T,, respectiv T, astfel incat:
f,(x .
mt® ) cr si lim2 % 2() 1, eR",
x—=0 X

a) Si sc arate cd (3+xﬁ) +(3— 7)n =

1( 3+\/— )
b) Si se calculeze lim———=

" 2(2+«/— )

Prof: Dumitrn Popa, Vdlenii de Munte
So]u’tie:

8) (3+47) +(3-7) =3 +CI3 T 4.+ (V7) +3 ~CI3 T +..+(V7) =k, €Z.
b) Analog cu a): (2+f) (2_J§)"=
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f1(3+f ) " fl(knTl—(s—\ﬁ)"Tl)Tl,TZ_pe,mdel_ fl(—(s—ﬁ)"n)_

lim

=m im _
b fz( 2+I ) o fz(PnTz—(Z—ﬁ)nTz) N fz(_(g_ﬁ)"-rz)
LGV T) —(e-va)T, (=T

=lim -lim =1.0=0,
T (3-VT) T, (—(2—&)” Tz) o (2-v2)T, e

(3-7<2-42).

3.Fie neN"si A BeM, (C) inversabile. Aritati ci:

a) Daca AB™ =1, +BA™, atunci det(A-B)=0.

b) Daci BA™ =1, +AB™, atunci det(A+B)=0.

Prof. Ton Nedelen, Ploiesti
Solutie:
a) AB* =1 +BA"|B= A=B+BA'B=det(A-B)=detB-det(A™)-detB =0.

b) BA™ =1, +AB™[B=BA'B=B+ A= det(A+B)=detB-det(A™)-detB=0.

4. Fie matricele X = [ ] [ ] aeC.

a) Demonstrati cd (XY YX |
b) Fie A, B.e M, (C) astfel incat (AB—BA)" = 1,, n e N . Demonstrati c n este par.

c)Fie A,BeM,(C) astfel incat (AB—BA)’ = I, . Demonstrati ci n este par.
Prof. Dorin V asile, Ploiesti
01 —-a a a 1-a )
Solugie: . 8) XY —YX = - = = (XY -YX)* =1,.
’ 01 -a-1 a+1 l+a -a
b) Notim C = AB—BA si detC =d . Din teorema Cayley-Hamilton:
C?—(trC)-C +(detC)-1,=0, sicum tr(C)=0=C?=d-1,. Pentru k e N*,
*=d*.1,5ic**=d".C.CumC"=1,=d"=1=d =0,
trl, =2#0=tr(d*-C)=d"-trC . Prin urmare n este par.
) Notim C = AB-BA . Fie A ridicini a polinomului caracteristic (valoare proprie a lui C)
P.(X)=det(X:1,-C) =3v=0, (X 1,-C)v=0<«< Cv=A7Av (un sistem omogen cu
determinant 0 are solutii nenule),

C’=1,=CV=v=>CAv=v=>ACv=v=(A*-1)v=0 sicum v= 0=> A {-11}.

Suma ridicinilor lui P, (suma valorilor proprii) este trC = 0 (se poate proba prin calculul

direct al P,(X)=det(X-1, —C)) rezulti ci, dintre ridicinile polinomului caractetistic, numirul
celor egale cu 1 este egal cu numarul celor egale cu -1, adicd n este par.
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Clasaa XIl -a
1. Fie (G ) un grup finit cu n elemente, n >3, cu proprietatea: VX € G, 3y € G astfel incat

y:.

X =
a) Demonstrati c n este impar.
b) Demonstrati ci grupul (Zn ) +) , CU nimpar, are proprietatea de mai sus.

Prof. Dorin Vasile, Ploiesti
Solutie: a) Din ipotezi, functia f:G — G, f(x)= x? este sujectivi si cum (G, ) este un
grup finit rezultd ci este f este injectivd, deci

vxeG\{e}, f(x)= f(e)= vxeG\{e}, x’ =e.Prinurmare G ={e}u U{x, x}siG
X% #e
are un numdr impar de elemente.

b) Fie x e {0, 1..,n —1} . Daci X este par, luim Yy =—=> X =§+ V, daci X este impar, luim

X—nN A A A
y=——=%=y+J.
2. Spunem ci o functie f are proprietatea ,,P” daci f este continui pe [a, b] $

vce(a,b),3u,ve[a,b],u=v astfel ca JV‘ f(x)dx=(v-u)f(c),unde a,beR,a<b
fixati. )
a) Pentru a=0,b=2 aritati ca f(x)=xe™ nu are proprietatea “P”.
b) Si se demonstreze ci orice functie continud pe [a, b] care admite o primitivd convexd pe
[a, b] are proprietatea “P”.

Prof. Octavian Purcarn, Ploiesti
Solutie: f este continui pe [a, b] , deci ate primitivi F :[a, b] — R . Pentru ce (a, b) notim

G.(x)=F(x)-x-f(c), G, :[a,b] > R.
Cum JV‘ f(x)dx =(v—u) f(c) & F(v)—F(u) =vf(c)-uf (c) < G,(v) =G,(u) , fare

proprietatea “P” daci Vc e(a,b), G, nu este injectiva.

a) fi(x)=@1-x)e™ iarpentru c=1, f(x)< f(c), vxe[0,2]\{1} s

G,.'(x)<0,¥xe [0, 2] \ {1} ,deci Ice (a, b), G, este injectiva (fiind strict descrescitoare). in
concluzie f(x)=xe™ nu are proprietatea “P” pe [0, 2] .

b) Lemi: Daci F este convexi si detivabili pe [, b], atunci f = F " este crescitoare.

Dem. lemi: Fie X<V, X, Y€ [a, b] . F este convexi, deci Va € (0, 1),

F((l-a)x+ay)<(l-a)F(x)+aF(y), z=(1-a)x+ay = F(ZQ:::(X) = F(yJ::(Z)

§i trecand la limiti Z — X, apoi z — y, obginem
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100 =F 00 < == <R i) = ).

Fie f o functie continui pe [a, b] care admite o ptimitivd F convexi pe [a, b] . Din lema
f =F" este crescitoare, deci Ve e(a,b), f(x)< f(c), vxe[a,c] si

f(x)> f(c), vxe [C, b] , adici GC este desctescitoare pe [a, C] si crescdtoare pe [C, b] ,
deci nu este injectivd, iar f are proprietatea “P”.

3. Fie functiile f, F:[0,00)—[1 ), FO)=1[F(X)]=[f(X)], vx>0 si Feste o
primitivd a functiei f, unde [X] reprezinti partea Intreagd a numdrului real X.
a) Si se arate ci existd o functie f cu aceste proprietii.

b) Demonstrag ci F este bijectivi.

. F(x
c) Calculagi lim ( )
x->» |nX

Prof. Enil V asile, Ploiesti
Solugie:a) f(x)=e* = f(x) = F(x) verifici proprietitile din enung.
b) (F(X) - X)' =f(x)-1>0, deci F(X)—X este ctescitoare pe
[0,00)= F(X)-x>F(0) =1 = F(x) > x+1, Vxe[0, o), deci lim F(x)=o00.Cum

F(0) =1 si F continuj, rezulti F sutjectivd. Din F'(x) = f(x) >0, VX € [O, oo) , rezultd F
injectivd, deci F este bijectiva.
¢) F este strict crescitoare cu lim F(X)=oo, deci limF™(y)=oo si

X—0 y—oo
F1(x)y=F'() I'H
im =) Y i FO) L ecarece [F)]=[f(y)]. vy=0=>
x->» |nX y—o0 |nF(y) y—o0 f(y)
FY) _FO) __FO) _FO_FO) _ FO) _ _FO)  §icum lim F(x)=oo se
Fiy+1 [Fyl+1 [f]+1 () [fy] [FM] Fy-1 o
aplica criteriul clegtelui.
. X3n—1+xn—1
4. Fie ne N". Si se calculeze: IWdX, xeR.
X" =x"+1
Prof. Ton Nedelen, Ploiesti
Solutie:
Notim X" =t = nx""'dx = dt si integrala devine
| :1.[ t2+1 :1.[ t2 +1 dtfr'Si_mp'e
Contetal 0t (¢ -3 41)(t +ty3 41

1 1 1
- %Utz —t\/§+1dt+'|.t2 +t\/§+1dtj -
= 1(arctg(Zt —\/§)+arctg (Zt +\/§))+C

n

X3n—1 + Xn—l

Deci j
XM —x* 41

dx = %(arctg (Zx” —\/§) +arctg (Zx” + \/§)) +C.
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